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10 êëàññ (Àçèÿ)

▷ 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 −
√
2024− x = 2024. Â îòâåòå çàïèøèòå ñóììó

öåëûõ ÷àñòåé íàéäåííûõ ðåøåíèé.

Ðåøåíèå:
Îáîçíà÷èì ÷èñëî 2024 áóêâîé a. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì: x2−

√
a− x =

a. Ïåðåíåñ¼ì êîðåíü â ïðàâóþ ÷àñòü, ïàðàìåòð a â ëåâóþ ÷àñòü è âîçâåä¼ì
óðàâíåíèå â êâàäðàò. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ðàññìîòðèì êàê êâàäðàòíîå îòíî-
ñèòåëüíî a: a2 − (2x2 + 1)a+ x4 + x = 0.
Åãî äèñêðèìèíàíò D = (2x2 + 1)2 − 4(x4 + x) = (2x − 1)2, ïîýòîìó a =
(2x2+1)±(2x−1)

2 .
Òàêèì îáðàçîì, äàííîå óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ: a = x2 + x
èëè a = x2 − x+ 1
Âûÿñíèì, êàêèå êîðíè ýòèõ êâàäðàòíûõ (óæå îòíîñèòåëüíî x) óðàâíåíèé íóæ-
íî âêëþ÷èòü â îòâåò, à êàêèå � ïîñòîðîííèå. Èç íà÷àëüíîé çàïèñè x2 − a =√
a− x, òàê ÷òî x2 − a ⩾ 0. Äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì x2 − a = −x, ñëå-

äîâàòåëüíî, x ⩽ 0; äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ: x2 − a = x − 1, â ýòîì ñëó÷àå
îñòàâëÿåì òîëüêî êîðåíü x ⩾ 1. Ïîëîæèì íàçàä a = 2024. Äëÿ ïåðâîãî óðàâíå-

íèÿ x2 + x− 2024 = 0 îòðèöàòåëüíûé êîðåíü ðàâåí x1 = − 1+
√
8097
2 , −46x1 − 45.

Äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ â îòâåò âîéä¼ò êîðåíü, áîëüøèé 1: x2 = 1+
√
8093
2 , 45 <

x2 < 46. x1 + x2 = −46 + 45 = −1.
Îòâåò: -1.

▷ 2. Ïóñòü a1a2 . . . ak - äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü k-çíà÷íîãî ÷èñëà. Íàéäèòå âñå
÷åòûð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
a1a2a3a4 = a1a2 · a3a4 + 2024.

Ðåøåíèå:
a1a2 = x ∈ [10; 99], a3a4 = y ∈ [10; 99]
100x+ y = x · y + 2024
(x− 1)y − 100(x− 1) + 1924 = 0
(x− 1)(100− y) = 1924 = 4 · 481 = 4 · 13 · 37
9 ⩽ x− 1 ⩽ 98
1 ⩽ 100− y ⩽ 90
a · b = 4 · 3 · 37{
a = 13

b = 148

{
a = 37

b = 52

{
x = 38

y = 48{
a = 26

b = 74

{
x = 27

y = 26{
a = 52

b = 37

{
x = 53

y = 63{
a = 74

b = 26

{
x = 75

y = 74
3848− 38 · 48 = 2024
2726− 27 · 26 = 2024
5363− 53 · 63 = 2024
7574− 75 · 74 = 2024.
Îòâåò: (3848, 5363, 2726, 7574).

▷ 3. Íà äîñêå íàïèñàíî 100 ÷èñåë. Ñðåäè âñåõ èõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé
ðîâíî 2024 îòðèöàòåëüíûõ. Ñêîëüêî èç èñõîäíûõ ÷èñåë ðàâíû 0?

Ðåøåíèå:
Ïóñòü ñðåäè íàïèñàííûõ ÷èñåë x ïîëîæèòåëüíûõ è y îòðèöàòåëüíûõ. (x, y �-
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, x+y ≤ 100). Òàê êàê îòðèöàòåëüíîå ïðîèçâåäåíèå âîçíèêà-
åò òîëüêî ïðè óìíîæåíèè ÷èñåë ðàçíîãî çíàêà, ñðåäè ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé
ðîâíî xy îòðèöàòåëüíûõ. Èìååì xy = 2024. Òîãäà íàèáîëüøåå èç ÷èñåë x è y íå
ïðåâîñõîäèò

√
2024 ∈ (44; 45), ò. å. íå ìåíåå 44. Êðîìå òîãî, ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì ÷èñëà 2024. 2024 = 23 ·11·23. Äåëèòåëåé � 4·4 = 16. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
òàêèìè ÷èñëàìè, ëåæàùèìè â èíòåðâàëå [44; 100], áóäóò òîëüêî ÷èñëà 44 è 46.
Èç óðàâíåíèÿ xy = 2024 íàõîäèì, ÷òî âòîðîå ÷èñëî ïðè ýòîì áóäåò ðàâíÿòüñÿ
46 èëè 44 ñîîòâåòñòâåííî. Ïàðà (88;23) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x+ y ⩽ 100.
Îñòà¼òñÿ äâà âàðèàíòà: 44 îòðèöàòåëüíûõ ÷èñëà è 46 ïîëîæèòåëüíûõ, èëè íà-
îáîðîò. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî íåíóëåâûõ ÷èñåë 90, à ïîýòîìó ñðåäè èñõîäíûõ
÷èñåë ðîâíî 10 íóëåâûõ.
Îòâåò: 10.

▷ 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = n2 + 1 îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë N íà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M ⊂ N . �Ïðàâèëüíûé ðîáîò Âàñÿ� èç Ñêîë-
êîâî èç ïîäìíîæåñòâà M1 ìíîæåñòâà M , ñîäåðæàùåãî òîëüêî äåñÿòèçíà÷íûå
÷èñëà, ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåò îäèí ýëåìåíò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî â çàïèñè ýòîãî ýëåìåíòà âñòðå÷àþòñÿ äâå îäèíàêîâûå öèôðû?

Ðåøåíèå:
Êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 3 ìîæåò äàâàòü îñòàòêè òîëüêî 0
è 1. Åñëè â äåñÿòè÷íîì ÷èñëå n2+1 âñå öèôðû ðàçëè÷íû, òî ñóììà öèôð ðàâíà



1 + 2 + ... + 9 = 45, çíà÷èò, îíî äåëèòñÿ íà 3. Ñëåäîâàòåëüíî, n2 ïðè äåëåíèè
íà 3 äàåò îñòàòîê 2, ÷åãî íå ìîæåò áûòü. Òîãäà âñåãäà âñòðåòÿòñÿ, ïî êðàéíåé
ìåðå äâå îäèíîêàâûå öèôðû.
Îòâåò: 1.

▷ 5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðîåê ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ: êâàäðàò ëþáîãî èç íèõ íà 225 ìåíüøå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ äðóãèõ
÷èñåë?

Ðåøåíèå:

Ïóñòü a > b > c èñêîìûå öåëûå ÷èñëà


a2 = bc+ 225 (1)

b2 = ac+ 225 (2)

c2 = ab+ 225 (3)

(1)− (2) =⇒ (a− b)(a+ b+ c) = 0 =⇒ a+ b+ c = 0
a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2bc+ 2ca = 0
3ab+ 3bc+ 3ca = −3 · 225{
ab+ bc+ ca = −225

a+ b+ c = 0
ab− (a+ b)2 = −225 , a2 + ab+ b2 = 2025

(a+ b
2 )

2 = 225− 3
4b

2 =⇒ |b|
√

4·225
3 ;

[
4·225

3

]
= 51

b = −51,−50, ..., 50, 51

a = − b
2 ±

√
2025− 3

4b
2 ,

2025− 3
4b

2 = ,
b = 0 , a = ±45 , c = ∓45 , 2 ðåøåíèÿ.
Â ñèëó ñèììåòðèè 6 ðåøåíèé:
(0; 45;−45), (0;−45; 45), (45; 0;−45), (−45; 0; 45), (45;−45; 0), (−45; 45; 0).
Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå 2025− 3

4b
2 = h2 ðåøåíèé, êðîìå b = 0, íå èìååò. Ïóñòü

b = 2b1 2025 = 3b21 + h2 , 2025
...3 =⇒ h2

...3 , h = 3h1

675 = 3b21 + 3h2
1 , 675

...3 =⇒ b21
...3 , b1 = 3b2

225 = 3b22 + 3h2
1 , 225

...3 =⇒ h2
1

...3 , h1 = 3h2

75 = 3b22 + 3h2
2 , 75

...3 =⇒ b22
...3 , b2 = 3b2

25 = 3b23 + 3h2
2 , ðåøåíèé íåò.

▷ 6. Âû÷èñëèòå (23−1)(33−1)...(1003−1)
(23+1)(33+1)...(1003+1) . Îòâåò çàïèøèòå â âèäå íåñîêðàòèìîé

îáûêíîâåííîé äðîáè.

Ðåøåíèå:
Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåì ñëó÷àå: A = (23−1)(33−1)...(1003−1)

(23+1)(33+1)...(1003+1)

k3 − 1 = (k − 1)(k2 + k + 1) , k3 + 1 = (k + 1)(k2 − k + 1)
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ak = k2 + k + 1 , bk = k2 − k + 1

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ak = bk+1

Â ýòîì ñëó÷àå S = (2−1)(22+2+1)·(3−1)(32+3+1)...(n−1)(n2+n+1)
(2+1)(22−2+1)·(3+1)(32−3+1)...(n+1)(n2−n+1) =

1·a2·2·a3·...(n−1)·an

3·b2·4·b3·...(n+1)·bn =
2·an

b2·n(n+1) =
2
3 (1 +

1
n2+n ) =

2
3 (1 +

1
1002+100 ) =

3367
5050 .

Îòâåò: 3367
5050 .

▷ 7. Êàêèå ïîñëåäíèå ÷åòûðå öèôðû ñîäåðæàòñÿ â çàïèñè ÷èñëà 52024?

Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñòåïåíåé ïÿòåðêè
5, 25, 125, 625, 3125, ..5625, ..8125︸ ︷︷ ︸

4

, ..0625, ..3125, ..5625, ..8125︸ ︷︷ ︸
4

2024− 3 = 2021 = 4 · 505 + 1.
Îòâåò: 0625.

▷ 8. Çàïèñü ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà, êðàòíîãî òðåì, ñîñòîèò òîëüêî èç öèôð
4 è 5. Ñóììà âñåõ åãî öèôð äåëèòñÿ íà 7. Íàéäèòå íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå:
Ïóñòü ÷èñëî çàïèñàíî èç k ÷åòâåðîê è n ïÿòåðîê. Òîãäà ïî óñëîâèþ çàäà÷è
4k+5n äåëèòñÿ íà 21, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà n = s è k = 4s. Ïðè
s = 1, ïîëó÷àåì ðåøåíèå.
Îòâåò: 44 445.

▷ 9. Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå îáîçíà÷àåòñÿ çíàêàìè
�!� è �?�, íî âàì íåèçâåñòíî, êàêîé çíàê êàêîé îïåðàöèè ñîîòâåòñòâóåò. Êàæ-
äàÿ îïåðàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì ÷èñëàì, íî ïðè âû÷èòàíèè âàì íåèçâåñòíî,
âû÷èòàåòñÿ ëåâîå ÷èñëî èç ïðàâîãî èëè ïðàâîå èç ëåâîãî. Ê ïðèìåðó, âûðàæå-
íèå a?b îáîçíà÷àåò îäíî èç ñëåäóþùèõ: a− b, b− a èëè a+ b. Âàì íåèçâåñòíî,
êàê çàïèñûâàþòñÿ ÷èñëà â ýòîì ãîñóäàðñòâå, íî ïåðåìåííûå a, b è ñêîáêè åñòü
è èñïîëüçóþòñÿ êàê îáû÷íî. Îáúÿñíèòå, êàê ñ ïîìîùüþ íèõ è çíàêîâ �!�, �?�
çàïèñàòü âûðàæåíèå, êîòîðîå ãàðàíòèðîâàííî ðàâíî 20a− 24b.

Ðåøåíèå:
Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (a?a)!(a?a) âñåãäà ðàâíî íóëþ. Â äàëüíåéøåì ìû ìî-
æåì èñïîëüçîâàòü 0, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî âìåñòî íåãî äîëæíî áûòü çàïèñàíî
èìåííî ýòî âûðàæåíèå. Âûðàæåíèå (x?0)?(0?y) âñåãäà ðàâíî x+y. Àíàëîãè÷íî
òåïåðü ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îïåðàöèþ + ñ äâóìÿ àðãóìåíòàìè. Âûðàæåíèå
0?((0!(x!0))?0) âñåãäà ðàâíî −x.
Òåïåðü ëåãêî âûïèñàòü èñêîìîå âûðàæåíèå
((...(a+ a) + ...+︸ ︷︷ ︸

+19

a) + (−((...(b+ b) + ...+︸ ︷︷ ︸
+23

b)).

▷ 10. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíó òðîéêó ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë



m, n, k òàêèõ, ÷òî m3 + n3 + k3 = 1679616.

Ðåøåíèå:
S(1679616) = 1 + 6 + 7 + 9 + 6 + 1 + 6 = 36

N
...9 , N

...4 ⇒ N
...36

N = 36 ∗ 46656 = 362 ∗ 1296 = 364

m3 + n3 + k3 = 364

m = a ∗ 36, n = b ∗ 36, k = c ∗ 36
a3 + b3 + c3 = 36
a = 1 , b = 2 , c = 3
Îòâåò: (36,72,108).


